Q12 * Mathematik m1 * Wendepunkte und Art der Extrema

1. Das Bild zeigt den Graphen der Funktionen
f(x)=x"-2x*+1.

a) In welchen Intervallen ist der Graph von f
linksgekrimmt? Bestétigen Sie das durch
geeignete Rechnung!

b) Bestimmen Sie alle Hoch-, Tief- und
Wendepunkte rechnerisch!

c) Die waagrechte Wendetangente schlie3t mit
dem Graphen von f eine Fldche mit dem
Inhalt A ein. Berechnen Sie A.

2. Das Bild zeigt den Graphen der Funktion
1
f(x) = =-(x*+ x®—3x?
09 =5+ )

a) Bestimmen Sie alle Nullstellen, und
berechnen Sie alle Hoch-, Tief- und
Wendepunkte.

b) Bestimmen Sie die Gleichung der
beiden (eingezeichneten) Wendetangenten.

c) Der Graph von f und die beiden
Wendetangenten schlieRen eine
Flache mit dem Inhalt A ein.

Berechnen Sie A.

( Ergebnis: A = 243 ~0,19)
1280

3. Das Bild zeigt drei Graphen der Funktionenschar

f.(xX) =x"+k-x* mit keR.
a) Bestimmen Sie alle Nullstellen von fy in
Abhéngigkeit von k.

b) Geben Sie zu den drei abgebildeten Graphen

die zugehorigen Werte fur k an.

Im Folgenden wird nur noch die Funktion mit
dem blauen Graphen untersucht.

¢) Bestimmen Sie alle Hoch-, Tief- und
Wendepunkte fir diese Funktion.

d) Bestimmen Sie die Gleichungen der
Wendetangente.

v><

e) Bestimmen Sie den endlichen Flacheninhalt, den der Graph der Funktion mit der x-Achse

einschlieft.
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l.a) fX)=x"—2xX+1 = F(X)=4x’-6x* und f7(X) =12x*-12x =12x(x-1)
f"xX)=0 & x,=0 ; x,=1 und f"(X)<0 < xe]0;1[
Gt ist linkgekrimmt < f7"(X) >0 < xeR\[0;1]

b) waagrechte Tangenten: f(x)=0 < 4x*-6x°=0 < 2x*(2x-3) =0
< X=0;%x,=15undy, =1;y,=-11/16
f7(0)=0 also keine Aussage uber Art des Extremums maglich.
f'(x) = 2x*(2x —3) &ndert an der Stelle x; =0 das Vorzeichen nicht, d.h. es liegt an der

Stelle x;=0 ein Terrassenpunkt TP(0/1) vor.
Bei x;=1,5 andert f'(x) das Vorzeichen (von - auf +), d.h. es liegt ein Tiefpunkt vor.
Dies bestatigt auch die Ableitung von f, dennesgilt f°(1,5)= 9 > 0 .-

c) Die beiden Wendepunkte sind (0/1) und (1/0); WP(0/1) ist Terrassenpunkt.
Die waagrechte Wendetangente lautetalso y=1.
Schnittpunkt von waagrechter Wendetangente und Graphvon f : f(x) = 1

S x-2x=0< x(x-2)=0 < x,=0 oder x,=2

2 2 5 472
A:J.l—f(x)dx:J.—x“+2x3dx:{—x—+x—} __32 g_16
5 2 5
0 0 0

2
2.8) f(x)=0 < X?(x2+x—3)=o@x2=o oder X+ x-3=0 <

xl,zzo;x3,4:%-(—145«/12—4-1-(—3)):%-(—1i«/13) ; also x;=-2,3 und x,~13

f'(x)=%-(4x3+3x2—6x) und f'(x) =0 < g-(4x2+3x—6)=0 < x,=0 oder

42 +3x—6=0 < x,=0 oder X5,6=%-(—3ia/9—4-4-(—6))=%(—314/105)
Xs~ 0,91 und X,~—1,66
f”(x):%-(12x2+6x—6)=3-(2x2+x—1) , also

f'(xs) = 4,7>0 ;also TIP1(xs/ys) =TIR(0,91/-0,52) und
f'(Xe) = +8,55>0 ; also TIP,(xs/Ys) = TIP,(-1,66/—2,62)

f7(x) = %-(12x2+ 6X —6) =3-(2x*+x —-1) und f"'(X) =0 <

x7,8=$(—114/1—4-2-(—1) =%-(—1i3) , dh. x;=0,5 und x;=-1

Da f(x) an den Stellen x7und Xg das VVorzeichen wechselt, liegen bei x7 und Xg

Q

Wendestellen vor. WPl(% / —3%) und WP,(-1/ -15)



b) £(0,5) = —% =m, ; blaue Wendetangente: y = —gx +t, WP eingesetzt liefert
S _ 71 +t =t = > also y= —Zx + > far die blaue Wendetangente;
32 8 2 32 8 32

f'(-1) = 2,5=m, ; grine Wendetangente: y=25x+1t, WP, eingesetzt liefert
-15=25-(-1)+t, = t,=1 also y=2,5x +1 firdie griine Wendetangente;

c¢) Schnittpunkt S der Wendetangenten:

7 5 5 27 27 1 3
——X+—==-X+1 = —X=—— = X;=—- (und yg=-)
8 32 2 8 32 4 8
7 5
A= 25x+1—— x* +x3=3x?) dx + ——x+——— x*+x3-3x?) dx =
j ( ) j - 2( )
5x? x> xt x| 7x2 5x x* x* x*|?
= AT A 4| == = = 4= =
4 0 8 2 |, 6 32 10 8 2 |.

461 11 13 191 243 243 243
- —(-) + — (- ) = + = ~0,19
2560 40 640 2560 2560 2560 1280

3.a) f,(X)=0 < x*(x+k) =0 < x,=0 (dreifache NSt.) ; x,=—k
b) Blauer Graph: k=2 ; griner Graph: k=-2 ; roter Graph: k=-1

c) f,/(X) =4x>+6x° = x*-(4x+6) ; f,7(X) =12x*+12x =12x-(x +1)

Extrema:
27

f,(X) =0 < xX*-(4x+6) =0 < x,=0; X,= —g und y,=0;y,= —B=—1,6875
Beachte: Bei x, andert f,"(x) das Vorzeichen nicht! Dort liegt damit kein Hoch- bzw.

Tiefpunkt (sondern ein Terrassenpunkt).

£,7(x;) =1, (——) 12. %—% =9>0 also Tiefpunkt (—— / ——) wegen

,,Linkskrimmung® des Graphen an der Stelle Xs.

Wendepunkte: £, X)=0 < 12x-(x+)=0 < x,=0; x,=-1 und y,=—
Da f,""(x) bei x; undauch bei x4, das Vorzeichen wechselt, hat der Graph
die Wendepunkte (0/0) und (-1/-1).

d) Die Wendetangente durch (0/0) hat die Gleichung y =0 (das ist die x-Achse)
Wendetangente durch (-1/-1) : m=f, (-1 =4 (-1°+ 6-(~1)? = 2

Wendetangente: y=2x +t und (-1/-1) eingesetzt: —-1=-2+t = t=1
also Wendetangente y=2x +1



