Mathematik * Q11 * Umkehrfunktionen @
Wichtig:

Ist eine Funktion f im Intervall J streng monoton, so ist f in diesem Intervall umkehrbar.
Die strenge Monotonie weist man meist mit Hilfe der Ableitung von f her.
(Hinweis: Strenge Monotonie ist flir Umkehrbarkeit hinreichend aber nicht notwendig!)

Musteraufgabe:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 0,5x*—2x +1 .

Zeigen Sie, dass diese Funktion im Bereich D, =]—o0; 2] umkehrbar ist und bestimmen Sie die
zugehorige Umkehrfunktion!

f(x) =0,5x*-2x+1 = f(X)=x-2 und F(x) =0 <= x,=2 TIP2/f(2)=(2/-1)
f'(x) <0 flr x<2 undf istdaherin D;=]-o; 2] streng monoton fallend und umkehrbar.
f : f(X)=y=05x"-2x+1 mit D, =]-o; 2] und W, =[-1; oof

(Vertausche nun x und y!)

f*': x=05y*-2y+1 mit D_,=[-1;c0[ und W_, =]—o0; 2]

(Lose nun nach y = f(x) auf!)

X=05y"-2y+1 < x=05(y° -4y +2°-2)+1 © x=05-(y-2°-2+1 <
X=05(y-2°-1< x+1=05-(y-2)° & 2x+2=(y-2)° <

y—-2=+ a/ 2x+2 (welches Vorzeichen fur f(x) bendtigt wird, zeigt uns W, =]-x;2])
fix)=y=2+ 4/ 2x+2 und wegen W, =]-o0; 2] kann nur gelten

fix)=y=2-2x+2  mit D,.=[-1;0[ und W _, =]-00; 2]

Aufgaben

1. Zeigen Sie jeweils, dass die Funktion f im angegebenen Intervall J umkehrbar ist und
bestimmen Sie dann f~(x) und auch D_, .
Skizzieren Sie (u.U. mit Hilfe eines Funktionsplotters) die Graphen von f und f*,

a) f(x)= 0,25-(x-1)°-2; J=[1; o]

b) f(x)= -0,5x*+15x + 0,875 ; J=]-;15]
_ o5 T . N
) f(x)=405%x*+1 ; J=1-;0] N

3X
d f(x) = X J=12;
) )= 125 o] S
&)  f(x)= 12"2 : J= [1: o (Umkehrbesen)
+ X

2. Zeigen Sie, dass f mit f(x) = i* 2X

und D; = R \ {2} umkehrbar ist und bestimmen Sie

f(x) undauch D,

3. Ermitteln Sie fir die Funktion f mit f(x) = 0,2x* - 0,4x*alle Intervalle in denen f

umkehrbar ist!
Bestimmen dann fiir das Intervall J= ]—o0; ?] die zugehdrige Umkehrfunktion!
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1.a) f(x)= 0,25-(x-1)*-2; D;=W,,=[1; o[ und D, =W, =[-2; 0]
f'x)= 0,5-(x-1) >0 fir xe]l; o[ und daher ist f umkehrbar in[1;oo].

f(x)= 1+2-x+2 mit D, =[-2; 0]
b) f(x)= -0,5x*+15x + 0,875 ; D;=W_=]-;15] und D _, =W, =]-x;2]

f'X)= —x+15>0 fir xe]—-oo ;15[ und daher ist f umkehrbar in ]—o;15].
fi(x)= 15-4-2x mit D_, =]-o; 2]

) f(x)=405x"+1 ; D;=W_=]-;0] und D _, =W, =[1; [
X
f'(X) = —————=<0 fir xe]-o;0[ und daher
2~«/0,5X2+1 %
ist f umkehrbar in ]—oo; 0] . \g’i
f’l(x):—,\fz-(xz—l) mit D_, =[1; o] Y
3X
d) f(x)=2 _4; Diy=W_=1]2; o[ und D_, =W,;=]15; o]
f'(x) = 2 124) <0 fir xe]2; [ und daher ist f umkehrbar in[2; o[

fﬁl(X):m mit Df,l:]l,S;OO[

2X
e) f(x):1+X2; D;=W_=[1; o[ und D_, =W,=]0;1]
f()_%w fir xe]1; 0 [ = f umkehrbar in[1; o[ und W, =]0;1]
1+Xx

_ 2
frx) = LV ETX D, =]0;1]
X

2. f(x) = 1+22X und D, = R\ {2}
F(x )_% >0 fir alle xe R\{2} und I|m f(x) =-17 und I|rr12f(x) Foo,
daher ist f umkehrbarin D;= R\{2} mit W, =D, ,=R\{-1}. <
f1(x) = g)’:;; mit D, =R\{-1}

3. f(x) =0,2x*—~0,4x* und f’(x)=0,8x>-0,8x =0,8-x-(x-1)-(x +1)
f ist damitinden 4 Intervallen J, =]-o;-1], J,=[-1;0], J,=[0;1], J,=[1; oof
umkehrbar. Zudem gilt f(-1) =-0,2 und I|m f(x) = I|m 0,2x*-(x*—2) =

In Dy =J, =]-00; —1] gilt daher W; =[-0,2;00[ und wegen
f(x) =0,2x*-0,4x* =0,2-(x*—1)*> = 0,2 bestimmt man nun f,*(x) zu

£ (X) =— 1+ /5x+1  mit D, . =[-02;0[.



